
Zápočtový test z MA2, varianta B 11. 5. 2016

1. Vyšetřete existenci limity

lim
(x,y)→(1,1)

x2y − 1

xy − 1
.

Řešeńı:
Výraz v limitě má definičńı obor

D : xy 6= 1 ,

což jsou dvě větve hyperboly. Zkuśıme přibĺıžeńı ve směru souřadných os. Přibĺıžeńım po př́ımce x = 1
dostáváme

lim
(x,y)→(1,1)

x=1

x2y − 1

xy − 1
= lim
y→1

y − 1

y − 1
= 1 .

Na druhou stranu přibĺıžeńım po př́ımce y = 1 dostáváme

lim
(x,y)→(1,1)

y=1

x2y − 1

xy − 1
= lim
x→1

x2 − 1

x− 1
= lim
x→1

x+ 1 = 2 .

Původńı limita tedy neexistuje.

2. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = 6xy − x3 − 2y3 + 2 .

Řešeńı:
Nutnou podmı́nkou pro lokálńı extrém v daném bodě je nulovost prvńı derivace:

f ′|(x,y) = (6y − 3x2, 6x− 6y2)

Tedy f ′|(x,y) = 0 právě když 2y = x2 a x = y2. Tedy 2y = y4 a řešeńı jsou tak (x, y) = (0, 0) nebo

(x, y) = ( 3
√

4, 3
√

2). V daných (kritických) bodech dále vyšetř́ıme druhou derivaci.

f ′′|(x,y) =

(
−6x 6

6 −12y

)

Pro (x, y) = (0, 0) je f ′′|(0,0) =

(
0 6
6 0

)
. Tedy pro h = (h1, h2)T ∈ R2 je

f ′′|(0,0)(h,h) = 12 · h1h2

a tato forma nabývá libovolných hodnot (je indefinitńı). V bodě (0, 0) je tedy SEDLO.
Pro (x, y) = ( 3

√
4, 3
√

2) je

f ′′|(− 2
3 ,

2
3 )

=

(
−6 3
√

4 6

6 −12 3
√

2

)
.

Podle Sylvestrova kritéria (∆1 = −6 3
√

4 < 0, ∆2 = 72 3
√

8− 36 = 72 · 2− 36 > 0) je forma daná druhou
derivaci negativně definitńı a tedy v daném bodě je lokálńı MAXIMUM.

Toto maximum ale neńı globálńı, protože funkce neńı shora omezená - např. stač́ı vźıt zúžeńı f(x, 0) =
−x3 + 2.



3. K výpočtu integrálu ∫∫
E

x cos(x2 + y) dS

kde E : −
√
π ≤ x ≤ 0, 0 ≤ y ≤ π, zvolte vhodný zp̊usob integrace.

Řešeńı:
Oblast E je obdélńık. Můžeme použ́ıt integraci jak podle x tak podle y:

∫∫
E

x cos(x2 + y) dS =

π∫
0

0∫
−
√
π

x cos(x2 + y) dx dy =

π∫
0

[ sin(x2 + y)

2

]x=0

x=−
√
π
dy =

=
1

2

π∫
0

sin(y)− sin(y + π) dy =

π∫
0

sin(y) dy =
[
− cos(y)

]y=π
y=0

= 2

nebo ∫∫
E

x cos(x2 + y) dS =

0∫
−
√
π

π∫
0

x cos(x2 + y) dy dx =

0∫
−
√
π

[
x sin(x2 + y)

]y=π
y=0

dx =

=

0∫
−
√
π

x sin(x2 + π)− x sin(x2) dx =

0∫
−
√
π

−2x sin(x2) dx =
[

cos(x2)
]x=0

x=−
√
π

= 2 .

Page 2


